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ABSTRACT. - We show in this article that, on the unit ball in Rn, the operators of covariant and 
contravariant Ricci curvature, and of Einstein curvature, are locally invertible in a neighborhood of the 
hyperbolic metric HO. We deduce in the Cm case that the image of the RiemannZhristoffel curvature 
operator is a submanifold in a neighborhood of HO. We deal also with some obstructions related to the 
asymptotic behavior of metrics near HO, and we treat more precisely the case of the Ricci equation in 
dimension 2. 0 Elsevier, Paris 
RBSUML - Nous montrons dans cet article que, sur la boule unit6 de W “, les operateurs de courbure de 
Ricci covariante et contravariante, et de courbure d’Einstein, sont localement inversibles au voisinage de la 
metrique hyperbolique HO. Nous en deduisons, dans le cadre Coo que I’image de I’opdrateur de courbure de 
Riemann-Christoffel st une sous-variCtC au voisinage de HO. Nous traitons aussi de quelques obstructions 
h&es au comportement asymptotique des metriques voisines de HO, et nous traitons plus precisement de 
l’equation de Ricci en dimension 2. 0 Elsevier, Paris 
1. Introduction, notations et conventions 
ConsidCrons une variCtC riemannienne M munie d’une mktrique H. Pour p et q entiers 
naturels, nous noterons 72, l’ensemble des tenseurs covariants de rang p et contravariants de 
rang q. Lorsque q = 0 et p = 2, nous noterons S2 le sous-espace des tenseurs symktriques qui se 
scinde en S2 = IH @Szu, ou 7t sont les multiples de H et S20 sont ceux de trace nulle (par rapport 
?I H). Lorsque q = 2 et p = 0, nous noterons S2 le sous-espace des tenseurs symetriques. A la 
mktrique H sur M, est associe son tenseur de courbure de Riemann-Christoffel Riem( H) E T3' 
dCfini en coordonndes locales (X ’ , . , x”) par (on utilise la convention de sommation) : 
Riem(H) = R! a @d,d @&‘@&k, 
Jlk axq 
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R;,k =&r/k - akr; -I- rj”krp4 - r;r,Y,, 
l$ = i HkS (ai H,j + aj Hi,y - 8, Hij) 
et ou HkS denote la matrice inverse de Hij, ainsi que d’autres tenseurs de courbure qui en 
decoulent : 
Ricci( H) = Ryqk dxj @ dxk =: Rjk dxj &3 dXk, 
le tenseur de courbure de Ricci covariant dans S2, 
E(H) = HiSHjr Ricci(H),,-$ @ $ 
le tenseur de courbure de Ricci contravariant darts S2, 
Seal(H) = Hi’ Rij, 
la courbure scalaire, qui est une fonction sur M, 
Ein(H) = Ricci(H) - i Scal(H)H. 
le tenseur de courbure d’Einstein dans &. 
Riemann, puis Cartan, ont montre que la courbure sectionnelle : 
Sect(H) = His Ry,k dx’ @ dxj 8 dXk @ dx’ 
caracterise localement la metrique a isometric pres. Une question naturelle se pose alors : si l’on 
impose une courbure, existe-il une metrique realisant cette courbure? C’est aussi une question 
importante en relation avec les equations d’Einstein de la relativite g&r&ale. 
Soit B la boule unitee de IF? (munie de la metrique euclidienne standard E) et soit p la fonction 
definie sur B par : 
p(x) = i(l - IX/“>. 
Nous utiliserons pour modele de l’espace hyperbolique standard W” (- 1) la boule B munie de la 
metrique conforme : 
Ho = ,o-~E. 
En general, H = Ho + h designera une mttrique sur B voisine de Ho. 
Darts cet article, nous montrons dans un premier temps le : 
THBOR~ME 1. - Soient n > 10, k E N - (0, 1}, a! ~10, I[. Si s E II3 ve’rijie la condition 
-2n > s(s - (n - I)), al013 l’&quation 
Ricci( Ho + h) = Ricci(Ha) + r 
, 
pour r donne duns .cI~+~,~ s-2 (B,S2) voisin de z&-o, possbde me unique solution h voisine de z&o 
duns Air’, (y(B, S2) et l’upplication ainsi d+nie r -+ h est lisse d’un voisinage de z&-o dans 
AiT: a (B, S2) duns un voisinage de z&-o dans A;;:,, (B, Sz). 
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Ce resultat concernant la prescription de la courbure de Ricci vient completer ceux de : [9] au 
voisinage d’un point dans Iw”, [lo] sur les varittts compactes de dimension 2, [ 141 au voisinage 
de la metrique standard sur la sphere unite de R”+t , [ 151 sur les varitds kahleriennes compactes 
et [5] sur les varidtes kW5riennes non compactes. 
Les espaces A;I,, utilises ont Cte introduits par [13], en voici une definition : une fonction 
u E C::(B) est darts l’espace A:,,(B) si la quantite suivante, qui represente sa norme dans cet 
espace, estjfinie : 
+ C sup min(d,;s+k+a, dl_S+k+(Y) layu(x) - av4Y)l 
,]/,A& x.yeB Ix-Yla ’ 
X#Y 
ou d, est la distance euclidienne de x au bord (en l’occurence dx = 1 - IX]). Un membre 
typique de A”(B) est la fonction p” . Noter que ces espaces de Banach ont beaucoup de “bonnes” 
proprietes (cf. proposition 3.3 de [ 131, p. 208, et appendice de [6]). 
Nous allons maintenant etendre ces espaces aux tenseurs sur B. Notons Ai ~ (B, Tp) l’espace 
des tenseurs covariants de rang p sur B dont les composantes en coordonnees euclidiennes (par 
exemple) sont dans A;,,(B), avec la norme Cvidente. 11 est clair que cet espace est independant 
du choix des coordonnees sur B d’apres la Proposition 3.3 alinea (13) de [ 131. 
Si Aa designe le laplacien de la metrique Ho (dont le symbole applique a un covecteur 6 est 
par convention, Cgal a - 16 &), et si K E Ai ,(B) verifie la minoration stricte suivante : 
i;f K > s[s - (n - I)] 
alors l’operateur de type Schriidinger 
Aa + K : A;&(B, Tp) -+ A;;‘(B, 5) 
est un isomorphisme (lorsque p = 2, on peut remplacer 72 par &, ‘Ho ou Szu). Ce resultat 
essentiel de [ 131 (p. 217), formule avec K E C”(B) mais encore vrai avec K E A!,,(B), 
nous sera d’un usage constant; nous l’invoquerons ci-apres sous le vocable de “theoreme 
d’isomorphisme de [ 131”. 
C’est lui qui intervient pour montrer le theorbme precedent par un argument d’inversion 
locale en suivant une variante de la methode de Deturck [9] (voir section 3 ci-apres). Noter 
que les metriques trouvees sont asymptotiques a Ho car s > 0. L’equation de Ricci est un 
systeme differentiel quasilineaire du second ordre en la metrique. Les operateurs utilises 
dans notre contexte sont totalement caracteristiques (chaque derivation est compensee par une 
multiplication par p ce qui a pour effet de conserver le m&me poids s). 
Nous avons ensuite essay6 d’amtliorer ce thtoreme par une methode permettant de dtformer 
“l’infinite conforme” (qui par exemple est E, pour Ho). Enfin, nous avons demontre un theoreme 
analogue pour le tenseur de Ricci contravariant, en dimension n z 2, pour des metriques non 
forcement asymptotes a HO. 
Une etude du comportement asymtotique des metriques solutions montre les limites de la 
mtthode lorsque le poids s est sit& hors de l’intervalle d’isomorphisme : 
TH~OR~ME 2. - Soit n 3 11, soit s un entier strictementplus grand que n - 1. Posons t = i 
done -2n > t(t - (n - 1)) ; alors pour p # 0 assez petit, la solution h E A:;:,,(B, S2) du 
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Theo&me 1, telle que 
Ricci(Ho + h) = Ricci(He) + &Ho, 
n ‘est pas dans A[-’ pourtoutreelk > n - I. 
Noter qu’il y a d’autres resultats d’obstruction sur la courbure de Ricci [ 11,3,14], ceux-ci dans 
le cadre de la courbure positive. 
Corollairement au Theortme 1, nous obtenons un scindage du sous-fibre des tenseurs de type 
4-tenseur de Riemann-Christoffel, au voisinage de celui de la mttrique hyperbolique Ho, Ce 
scindage conduit, dans le cadre Coo, au theoreme suivant : 
TH~~OR~ME 3. - Conside’rons R:, le sous-espace de 72 des tenseurs vPriJiants : 
Soit s un reel ve’rtjiant -2n > s(s - (n - 1)). Alors l’image de l’application 
h E A&‘(B, S2) -+ [ Riem(Ho + h) - Riem(Ho)] E Ag2(B, ‘72:) 
est une sous-varie’te’ de AZ2 (B, R:), graphe d’une application (pour le scindage precedent) 
lisse. 
Puis nous nous interessons a la prescription du tenseur de courbure d’Einstein. A son sujet, 
nous demontrons le : 
TH~OR~ME 4. - Si n 2 3, k > 1, et si s ~10, n - l], alors l’equation 
Ein(He + h) = Ein(Ho) + e 
pour e donne dans Arw2 kf ,a (B, S2) voisin de zero, posstde une unique solution h voisine de zero 
dans AiS:,cl(B, S2) et l’application ainsi dejinie e + h est lisse d’un voisinage de zero dans 
AiT: (y (B, S2) dans un voisinage de zero dans A:;:,, (B, S2). 
Enfin, dans le cas particulier de la dimension deux, nous ttudions plus en details l’equation de 
Ricci (notamment ici, avec condition de Dirichlet 5 l’infini). 
Precisons maintenant quelques notations : V designera la connexion de Levi-Civita de H et, 
dans un systbme de coordonndes, nous noterons r/,. ses symboles de Christoffel. Par exemple si 
w E 71 et g E 72, en utilisant la convention de sommation : 
et vkgij = akgij - $gqj - $giq; 
A designera le laplacien brut relatif a H : pour tout r E Ip, 
Pour g E S2, nous noterons Trace(g) le scalaire 
Trace(g) = H”tg,t! 
nous definissons grav(g) E S2 par 
grav(g) = g - h Trace(g) H, 
TOME78- 1999-No4 
ETUDELOCALEDECOURBURESSURWn(-I) 393 
et div(g) E 3 (la divergence de g) par 
div(g)i = -HjkVkgij = -Vjgij. 
Pour w E 71, on definit ennn div* w E S2 ( l’adjoint formel de div dans L2 applique a o) par 
(div* w)ij = k(qi~i + Viwj). 
Dans le cas particulier oti H = Ho (i.e. h = 0). toutes les notations et definitions preddentes 
seront indicees par 0 (Vu, Au, Traceo, . . .). De plus nous noterons 72~ = Riem(Hu), Ro = 
Ricci(Hu)=-(n- l)Hu,lo=Ein(He) et So=Scal(Hu) =-n(n - 1). 
Remerciements. Je remercie mon directeur de thbse, Philippe Delano& dont les suggestions 
et les conseils m’ont permis de rdaliser ce travail. 
2. Prkliminaires (sur I’opCrateur de Bianchi) 
CommenGons par des rappels de nature purement locale. Pour R appartenant a S2, nous 
noterons Bian( H, R) la 1 -forme definie par : 
Bian(H, R),,, := (-divgravR), = Hs’ V,R,, - iVmR,t . 
> 
Remarquons que I’opCrateur Bian est lineaire en R. L’identitk de Bianchi stipule que Bian( H, R) 
= 0 si R = Ricci(H). D’autre part, la diffdrentielle par rapport a H (a R fixe) de l’operateur de 
Bianchi est donnCe par (cf. [9] par exemple) : 
(DH Bian(H, R)6h), := $( Bian(H + tsh, R),,) 
f=O 
= Rk(divgrav&), - T,$SSh,,Y$ 
avec R;I, = (H-r R); = H” Rt, et T$ = H’Jk Hsl(& RI, - ;a,,, Rk[ - I’& Rim). Cette diffkren- 
tielle prend une forme simple sur toute vari6td d’Einstein, comme il resulte du 
LEMME 1. - S’il existe h E II% tel que R = AH alors Tz”Sh,,y = 0. 
Preuve. - Lorsque R = hH on trouve 
ainsi Tz” = -TA”. Comme 6h est symttrique, on obtient T~SSh,,y = 0. q 
LEMME 2. - Pour toute me’trique H et toute 1 -forme w on a : 
Bian(H, div* w), = k ( - Ao, + Ricci(H)k, HSkos). 
En particulier; si H = Ho de courbure constante &gale ci - I, 
Bian(Hu,di$ w) = -i(Ao+ (n - 1)~). 
JOURNAL DE MATHBMATIQLJES PURES ET APPLIQUgES 
394 E. DELAY 
Preuve. - Calculons : 
Bian(H, div*w) = iHS’[Vt(V,ws + V,w,) - iV,(V,u, + V,++)] 
= ;H”‘(V&,,W,~ + VIVSw, - V,,,V,W,~) 
= $(VJ,& - V,,,Vlw’ + HSfVtV,,w,) 
=g- Aw, + Riem(H)L,,&) 
= i ( - AU, + Ricci(H)k,wk), 
l’avant-derniere Cgalite resultant de l’identid (cf. [2] par exemple) : 
Pour conclure, il ne reste qu’a rappeler que Ricci( Ho) = -(n - I) Ho. 0 
Passons B des considerations globules en nous plaqant sur l’espace hyperbolique (B, Ho). Pour 
r E LI~;~,~(B, 32) et h dans Ai;f,cl(B, &), fixes assez petits dans A;t,,21.Ly(B, &), nous allons 
considerer l’application : 
K E 4$JB, s2) -+ Bian(Ho +h +g, RO +r) E AiT-,‘(B, TIT;) 
qui est lisse au voisinage de zero (cf. Corollaire 9 de l’appendice 9). Notons 
C0h.r = Bian(Hu + h, Ro f  r) E Ai,‘(B, 3). 
On peut alors montrer (81 la : 
PROPOSITION 1. - Supposons s 3 0 et n - 1 > s(s - (n - 1)). Pour r et h dam 
Ai,: ,(B, S2) assezpetits en norme AT:, (y, l’ensemble : 
&r := {g E A&:,,(B, S2) tels que Bian(Ho + h + g, Ro + r) = Wh.r) 
est, au voisinage de zPr0, une sous-varikte’ de Asw2 k+,,cY(B, S2). De plus, il existe V voisinage de 
z.h duns A&’ (B, ?; ) tel que, si 1 ‘on pose 
xh.r,o = (g E A;& (B, s2> tels que Bian(Ho + h + g, Ro + r) = w), 
alors ( xh,r,,,}wEl/ fournit, au voisinage de ze’m, un feuilletage de AiT: [y (B, S2). 
N.B. - Dans la suite de cet article, la m&ode que nous utilisons pour resoudre l’kquation de 
Ricci, ne s’appuierapas sur la Proposition 1, laquelle figure ici pour son inter& propre, par contre 
les notations et les lemmes, introduits dans cette section, nous seront tres utiles. 
3. R&solution de l’dquation de Ricci 
Dans cette partie, nous voudrions prescrire la courbure de Ricci sur tout B au voisinage de la 
metrique hyperbolique. Autrement dit. pour R = Ro + r E S2 voisin de Ro, pat-on txww.x une 
metrique H = Ho + h voisine de HO telle que Ricci(Hu + h) = Ro + r ? (oa “voisinage” sera 
entendu dans un sens approprit). 
TOMEX-199%NC4 
ETUDE LOCALE DE COURBURES SUR Wn (- 1) 395 
Rappelons que la courbure de Ricci d’une metrique H est donnee en coordonnees locales par 
la formule : 
Ricci ( H)km = a{ i-&,, -a r1 +r$r;m-rl rfl m kl nm kl3 
ou ri,,, = i H’” (& Hsm + a, Hks - 8, Hk,,,). Nous devons done resoudre un systeme d’equations 
aux derivees partielles quasi-lineaire du second ordre en les composantes de H. 
La differentielle de l’operateur Ricci est don&e par (cf. [9] par exemple) : 
DRicci(H)Sh := 2 Ricci(H + t6h)],=o = kAL6h - div* div grav Sh, 
oti AL est le Laplacien de Lichnerowicz qui s’exprime en coordonnees locales par : 
ALahij = -VSV.sGhij + Ricci(H)i,+MJ + Ricci(H)j,TGhf - 2Sect(H)isjr6hSr, 
ce que l’on reecrit sous la forme ALSh = ASh f 20(&h). 
Pour calculer le symbole de l’optrateur DH Ricci, detaillons : 
-[div* div grav Sh]ij = [ div* (Bian(H, 6h))lij 
= ~[HSr(V,~V~6h,~i - iVjVi6h,t) + HS’(ViVt6h,j - iViVj6h,r)]. 
Ainsi le symbole de l’opbateur DH Ricci est l’application de & dans S2 definie par : 
qui n’est un isomorphisme pour aucun ,$’ # 0 dans ET’*. En effet, si on prend hij = cicj, on a 
0 (c)h = 0 alors que h # 0 (en particulier l’operateur DH Ricci n’est pas elliptique). 
Suivant [9], nous allons introduire un terme correctif nature1 qui redonnera l’ellipticite; 
comme on l’a vu section 2 : 
(DH Bian(H, R)ah), = $(div grav ah), - TiSBhqs, 
avec TSh = 0 lorsque R = k H, par exemple en (HO, Ro) (cf. Lemme 1, et Bian(H, Ricci( H)) s 
0). Considerons done (avec, desormais toujours, H = HO + h et R = Ro + r) : 
F(h, r) = Q(H, R) = Ricci H - & divg Bian(H, R) - R. 
Alors on a 
DhF(h, r)6h = DH Q(H, R)6h 
= i ASh + @(ah) - div* div grav Sh - & divz g(div grav 6h - TSh) 
N W’ 
oti R = RJ dx’ @I &, de sorte que 
Dh F(o, 0)6h = DH Q(Ho, Ro)Gh = ;Ao8h + Oo(6h), 
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et nous obtenons l’ellipticite desiree. Ici 
@u(Sh) = (Trace0 Gh)Ho - n6h. 
Decomposons Sh a l’aide du scindage S2 = ‘I& + Szu, oti l’on rappelle que les elements de ‘Fto 
sont ceux de S2 multiples de Ho et ceux de $2, ceux de S2 de trace nulle (par rapport ?I Ho). On 
a done 6h = uHo + ho, On(uHo) = 0, et @n(hu) = -nhu, soit finalement 
DhF(O,O)tih = ;[Ao(uHe) + (A, - 2n)ho]. 
D’apres le theoreme d’isomorphisme de [ 131, p. 217, nous obtenons le : 
LEMME 3. - Si -2n > s(s - (n - 1)) alors Dh F(0, 0) est un isomorphisme de A&i,,(B, S2) 
duns Aii2(B, S2). 
Nous voulons appliquer le theoreme des fonctions implicites en (0,O) a la relation F(h, r) = 0. 
Pour cela il nous reste seulement a demontrer le : 
LEMME 4. - Lorsque s > 0, l’application F dejinie pre’cedemment est lisse de l’espace 
produit A‘LTi,*(B, S2) x AtTi,,(B, &) duns l’espace Ak,cr s-2 (B, S2), au voisinage de zero. 
Preuve. - Tout d’abord, d’aprbs le Corollaire 8 de l’appendice 9, l’application 
h + Ricci(Ha + h) - Ro 
est lisse de AfTz,U(B, S2) dans AL,~ F-2(B, S2). Ensuite d’apres le Corollaire 9 de l’appendice 9, 
l’application 
(h, r) + Bian(Ho + h, Ro + r) 
s-2 est lisse de A;;?;; ,(B, S2) x Ai+: o((B, 2%) dans Ak+l,(y (B, I; ). Et comme l’application 
w --+ div: w 
est lisse de As-’ k+l ,(B, II) dam A,,, ,‘-*( B. S2) d’evidence, le lemme est demontre. q 
Nous avons maintenant assez d’elements pour pouvoir Cnoncer le : 
TH~OR~ME 5. - Si -2n > s(s - (n - I)), alors f’equation 
F(h, r) = Ricci(Hu + h) - & div; Bian(Ha + h, Ro + r) - (Ro + r) = 0 
pour r donne’ dans Asd2 k+2 a( B, S2) voisin de zero, pas&de une unique solution h voisine de zero 
dans A,;;; ,( B, S2) et l’application ainsi d&tie r -+ h est lisse d’un voisinage de zero dans 
Ai,; ~ (B, S2) dans un voisinage de zero dans A;itVa (B, S2). De plus, lorsque k 2 1, quitte a 
reduire les voisinages de zero, la solution ve’rtjie : 
Ricci(Ha + h) = Ro + r. 
Preuve. - D’aprb les Lemmes 3 et 4 et le thtoreme des fonctions implicites, la premiere 
partie du theoreme est Cvidente. 11 nous reste a montrer que pour “r petit”, notre solution 
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verifie Ricci(Hu + h) = Rc + r (c’est-a-dire Ricci(H) = R). Now montrerons pour cela que 
Bian(H, R) = 0, sans recours a la Proposition 1, la methode consistant a appliquer brutalement 
l’optrateur Bian( H, .) a l’equation Q(H, R) = 0. Nous obtenons d’abord 
Bian(H, Ricci(H)) -A Bian (H, divg Bian(H, R)) - Bian(H, R) = 0. 
\ , 
=o 
Posons ensuite w = Bian( H, R) ; o vtrifie l’equation : 
(*) Bian( H, divg w) + (n - 1)~ = 0. 
Rappelons que, d’apres le Lemme 2, 
Bian(Ho,divgru)=-i(Aoo+(n-- l)w), 
et considerons l’application lineaire L de A;;]1 (y (B, 71) dans Airi .(y (B, 71) definie par 
Lw := Bian(Ho, divg w) + (n - l)w= -;(A0 - (n - 1)~). 
D’aprbs le theoreme d’isomorphisme de [ 131, lorsque 
-(n - 1) > S(, - (n - I)), 
L est un isomorphisme et il existe C > 0 tel que 
Dans notre cas, comme w verifie (*) on a 
Lw = Bian(Ho, divg w) - Bian( H, divz w) , 
Pour e tel que EC < 1, on veut montrer qu’il existe u tel que, si ]]r ]]f$h < V, alors 
Il-Gwllf-;yh. G 4lwll&-$ 
D’apres le Lemme 12 de l’appendice 9, on a 
D’autre part, comme div; est un operateur lineaire continu de Ais: ,(y (B, I; ) dans Ai;’ (B, &), 
on a 
Comme ici l’application Ai3i,u 3 r -+ h E Af.3: (1 est lisse au voisinage de zero et comme 
s 3 0, d’apres la proposition 3.3 de [ 131, p. 208, ]I~]]&~’ tend vers zero lorsque ]]r]]F+<tb tend 
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vers zero. On peut ainsi ecrire 
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avec C(r) qui tend vers 0 lorsque Ilrjl~~~~ tend vers 0. II existe done v tel que pour ~~r~~&~~ < u, 
C(r) < E. Pour conclure, il ne reste plus’qu’a rappeler que w verifie (x) et done que l’on a : 
done que Ilwll~~,~h = 0 puisque EC < 1 ; finalement w = 0. 0 
Remarques. - 
(i) La condition -2n > s(s - (n - 1)) peut s’tcrire (n - l)(s - 2) > s2 + 2 et comme n 1 1, 
il faut s > 2 : de mCme en l’ecrivant n > (s2 + 2)/(s - 2) + 1 = f(s), on voit qu’il faut au moins 
n 3 10, puisque f est minimum pour s = 2 + & et vaut alors environ 9,9. Enfin la condition 
peut se reecrire sous la forme 
s1 = 
n - 1 - ,/-(n - 1)2 - 8n < s < s2 _ n - 1 +&z - I)2 - 8n 
2 2 
nous voyons qu’alors s2 tend vers l’infini quand n tend vers l’infini et un simple developpement 
limit6 montre que $1 tend vers 2 quand IZ tend vers l’infini. 
(ii) Dans la demonstration du theoreme, on a vu que pour annuler w on a uniquement besoin 
de la continuite de r + h et de la condition -(n - 1) > s(s - (n - 1)) qui est plus faible que 
-2n > s(s - (n - 1)). 
(iii) Notons que la solution h de l’equation F(h, r) = 0 est dans A;+: ,(B, S2), tout comme 
l’est le tenseur r, et nous ne savons pas si elle est dans Asm2 
(perte de deux points) est dti au terme 
k+4,(Y (B, S2). Ce manque de regularitt 
-A divT, Bian(H, R) 
necessaire pour compenser le defaut d’ellipticid de l’operateur de Ricci. 
Cette derniere remarque nous pousse a detailler le processus de resolution. Pour k E N, notons 
hk+2 l’application r -+ h d’un voisinage de zero dans Asw2 k+ ,a(B, S2) dans un autre, donnee par 
le Thtoreme 5. Notons rk+2 l’application d’un voisinage de zero darts A&&(B, S2) dans un 
voisinage de zero dans Aii2 (B, S2) definie par : 
rk+2(.) := Ricci(Ha + .) - Ro. 
On a alors le : 
COROLLAIRE 1. - Sous les hypothtses du Thtfor;me 5, l’application rk+2 est injective au 
voisinage de z&o. Si de plus k 3 1, l’application hk+2 l’est aussi. 
Preuve. - La deuxieme partie du corollaire est evidente. En effet, on a pour k > 1 
Vr E Ai+z+,(B, S2) voisin de zero, rk+2 o hk+z(r) = r. 
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Pour la premiere partie, montrons que l’on a : 
Vh E A&i.cr(R, &) voisin de zero, hk+2 0 rk+4(h) = h. 
En effet, pour tout h E Ais: (y , (B, &) voisin de zero, rk+4(h) est voisin de zero dans 
AiT; (1 (B, 32) et verifie 
F(h+2 0 rk+4@), rk+4@)) = 0, 
avec hk+2 o rk+b(h) voisin de zero dans Ai+: (y(B, &). Mais d’autre part, on a 
F(k a+4@)) = 0, 
avec h voisin de zero dans A;;:,, (B, S2) done dans A:;:,, (B, 2%). Ainsi, par construction de 
l’application hk+2, on a 
h+2 0 rk+4(h) = h. 0 
Remarque. - Pour k > 1 et s E [0, n[, l’application hk+2 ne peut &tre surjective. En effet, soit 
u E Ai+2,a(B) voisin de zero et tel que 
a.~ 4 A;E+4,$3h 
Supposons que h = VHO E A&: a (B, L$, voisine de zero, soit dans l’image de hk+2, alors : , 
3r E A&JR, 23, F(h, I) = 0. 
Comme k 2 1, on a necessairement 
rk+z(h) = r. 
En outre (pour la definition de K, voir le Corollaire 4), on a 
CT := (Ht f ??‘)rk+z(h)ij + 2’ Roij, 
voisin de zero dans A$+2,0 (B). Pour s E [0, n] , le theoreme 1 de [6], p. 349 implique que h est 
dans A:;:,, (B, &) et u dans Ai+4 .(B), ce qui est absurde. 
Notons que les exposants caractkistiques s1 et s2 du Theo&me 5 (section 3) verifient 
sl=~(n-l-~~n-1)2-8n)>0, 
~2=~(n-l+~~n--1)~-8n)<n-1. 
11s ont done dans l’intervalle [0, n[ du theoreme 1 de [6], p. 349. 
4. Autres rbsolutions 
4.1. Une &solution de l’bquation de Ricci avec changement d’infinit6 conforme 
AU paragraphe 3 nous resolvions l’equation Ricci(H0 + h) = Ro + r pour r v&sin de z&o 
donne dans Asp2 k+ .rr(B, &) avec la solution h dans Al;:,, (B , S;?) . Pour 1’ argument de fonction 
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implicite, nous avions besoin de la condition technique s > 2 (cf. remarque (i) en fin de 
section 3). Ainsi cette solution h ne modifiait pas ce qu’il est convenu d’appeler avec [13] 
1 ‘injinite’ conforme : 
lim pp2(H0 + h) 
P-+0 
qui est tgale & E, la mktrique euclidienne, en l’occurence. 
Dans ce paragraphe, nous commenqons par modifier Ho en une mktrique HI = HO + ho oti ho 
est don& dans K2 k+4,cr(B, S2) voisin de z&o. On cherche ensuite g rCsoudre l’kquation : 
Ricci( HI + h) = Ricci( HI) + r, 
oti r est don& dans ASP2 k+ .(B, Sl). Posons RI = Ricci(H1) et mettons l’indice 1 pour toutes 
les quantids faisant intervknir la mktrique HI, comme nous le faisions pour Ho. En utilisant 
une m&ode semblable B celle de la section 3 plus un ingrkdient, un argument de continuitt? par 
rapport au paramgtre ho, on peut montrer le (la dkmonstration compkte est dans [8], section 4.8) : 
THCORBME 6. - Si -2n > s(s - (n - 1)) et si ho est voisin de z&o duns LI,&~(B, Sz), 
ulors l’tfquation 
Ricci(H1 + h) + div; (HI R;’ Bian(H1 + h, RI + r)) = (RI + r), 
pour r dorm& duns LI;~;,~ (B, S2) voisin de z&-o, possEde me solution unique h voisine de 
I 
zero duns Ak+2,cr s-  (B,&). Depl us, lorsque k 3 1, quitte & Gduire les voisinages de z&o, notre 
solution ve’rijie : 
Ricci( Ho + ho + h) = Ricci( Ho + ho) + r. 
4.2. Une rCsolution de 1’6quation de Ricci contravariante 
11 est possible d’amkliorer les conditions s > 2 et n > 10 du ThCor&me 5 (section 3) si l’on 
prescrit pludt le tenseur de Ricci contruvariunt don& en coordonnkes locales par : 
--F-Y " 
Rlccl( H)” = H H iy j t  . ' RKC~(H),~,. 
Autrement dit, on r&out au voisinage de z&o I’Cquation 
Ricci( Ho + h) = K + 7, 
Oh 
-ij 
R. = H$H~‘Ro,~, = -(n - 1)Hz 
et oh F est donnC dans S2 voisin de z&o. Pour cela nous pro&dons, comme pour l’opkrateur de 
Ricci. Tout d’abord on introduit I’opCrateur de Bianchi approprie’, dCfini pour toute mCtrique H 
et tout tenseur i? deux fois contravariant par 
Bian(H, R) := Bian(H, HHP), 
- \ 
OU (HHR)ij = Hi,HjyR -“. On montre alors le (la dimonstration complbte est dans [8], 
section 4.6) : 
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THBOR~ME 7. - Si s 3 0 et 2n - 4 > s(s - (n - 1)), alors l’e’quation : 
F(h, 7) = Ricci(Ho + h) + 
1 
-H~‘H~‘div;;Bian(Ho+h,Ro+r)-(Ro+r)=O, 
(n- 1) 
pour 7 don& duns Ai’,:,,(B, S2) voisin de zero, possede une unique solution h voisine de 
zero darts Asm2 k+  ,(B, Sz). L’application solution F --+ h est lisse d’un voisinage de zero duns 
A ;&(B, S2) i ans un voisinage de zero dans A&i (x , (B, S2). De plus, lorsque k > 1, quitte d 
reduire les voisinages, la solution verijie 
Ricci( Ho + h) = ??o + r. 
Remarque. -La condition 2n - 4 > s(s - (n - 1)) peut s’kcrire (n - l)(s + 2) > s2 + 2 et 
comme n > 1, il faut s > -2 ; de meme en l’tkrivant n > (s2 + 2)/(s + 2) + 1 = f(s), on voit 
qu’il faut au moins n > 2, puisque f est minimale pour s = -2 + & et vaut alors environ 1, 8. 
Comme d’autre part, on a s 2 0, il suffit en fait de supposer n > 2. 
5. Une obstruction We au poids, pour 1’Cquation de Ricci 
Nous travaillons toujours sur l’tquation 
Ricci(Ho + h) = Ro + r, 
avec r donnd dans ASe2 k+2,cr(B, S2). Mais ici, nous prenons s assez grand (s > n - I). Nous 
montrons alors que pour certains r, il ne peut y avoir de solution appartenant 9 Aie2(B, S2). 
5.1. Remarque sur une Cquation IinCaire 
Rappelons que (cf. preuve du lemme 2 dans [6], p. 366-367) lorsque s est un entier plus grand 
que n - 1, la solution de I’Cquation 
AOCP=P’, 
qui s’annule sur a B est de la forme (a = a,-1 pnP1 + ... + as-~@-l avec ai 1 0 pour i E 
(n - 1,. . , s - 1). De m&me que la solution de l’kquation 
qui s’annule sur a B est de la forme @ = b,- 1 p”-’ + . . + b,yps avec bi > 0 pour i E (n - 1, 
. . . , s). De plus les ai et les bi vkifient la m&me relation de rhrrence : en particulier il existe 
c > 0 tel que ai = cbi. On a alors les trois relations suivantes (les Cquivalences sont en p = 0) : 
(1) Aoq = ,d 
(2) Ao(cp - 2c1,b) = pS - 2@’ x pS et q - 2c1+b z --a,-, p”-’ , 
(3) Ao(cp - c@) = pc - cpsfl z ps et q - c@ M -cb,$. 
Ainsi, par (1) et (2), on remarque qu’une inequation du type A,OV > pS, pour p voisin de z&o, ne 
suffit pas pour prkiser le comportement de u quand p tend vers 0. D’autre part, m&me si l’on a 
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Auu = ,oS + O(@‘), on ne peut rien dire, par exemple dans le cas (2) oti le terme en O(pS+‘) 
fait tout changer. On a done besoin de l’equation sur tout B et de toutes les puissances de p, ce 
dont nous tenons compte dans ce qui suit, 
5.2. Idle pour une obstruction 
Rappelons que pour resoudre l’tquation de Ricci (cf. paragraphe 3), nous avons introduit la 
fonction Q definie pour toute mttrique H, de classe C2 sur B et tout R, 2-tenseur covariant 
symttrique, de classe C2 sur B, par : 
Q(H, R) = Ricci(H) - R - & div; div grav R 
(ou div et grav sont relatif a la mttrique H et divr est relatif h une metrique fixee HI dans 
A;:2,a(B, Sz), cf. section 4.1). 
Donnons tout d’abord un developpement de Q. 
PROPOSITION 2. - Soient H E A;:, .(B, $4 me me’trique SW B, R E LI$~,~(B,S~) er 
t E [0, oo[. Soit h E ALT;,,(B, S2) petit et r E ALTi,,(B, S2). On a : 
Q(H + h, R + r) = Q(H, R) + DH Q(H, R)h + DR Q(H, R)r + G(h, r), 
avec 
DHQ(H> R) E ,+$$JBS2), A:-&W22)), 
DRC?(H, RI E C("~S22.,(B,S2),A~~~(B,S2)). 
En outre G(h, r) E A,fa2(M, S2) ve’rifie 
avec E(W) qui tend vers 0 quand v tend vers 0. En particulier l’application (h, r) -+ G(h, r) e.yt 
lisse au voisinage de z&-o entre les Banach correspondants. 
Preuve. - Tout d’abord, d’apres le Lemme 16 (section 9), on a 
Ricci(H +h) = Ricci(H)+ ,-, +r2, 
ou rl est lineaire en h. Ensuite, d’apres le Lemme 17 (section 9), on a : 
Bian(H + h, R + r) = Bian(H, R) + b1 + b2, 
ou bl est lineaire en (h. r). Posons 
G(lz, r) = r-2 + 
1 
- divf b2. 
n-l 
On a alors 
Q(H+h,R+r)=Q(H,R)+rl -r+& divz h + G(h, r). 
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D’aprbs les Lemmes 16 et 17 (section 9) et en utilisant le fait que divl; est lintaire continue de 
AL;\ ,(B, 5) dans A&i(B, S2), on a : 
I/ G(h, r> II:;;;’ <C&3(1 +~(ll~ll~~~~))(ll~ll~~~~ + llhll&~‘,)‘. 
Comme d’autre part, 
1 
rl -r+ - divr 61 
n-l 
est 1inCaire en (h, r) et que 
IIG(h,r)II~$~ < CtelIG(h,r)l/~~~~ 
lorsque t 2 0, alors, par dkfinition du IintarisC, on a : 
’ rI -r+- 
n-1 
divf bl = DHQ(H, R)h + DRQ(H, R)r. 
Remarquons que, puisque par ailleurs un calcul direct fournit 
DRQ(H, R)r =-r + A divr Bian(H, r) E Ai;:(B, Sz), 
on a finalement 
DH Q(H, R)h = rl + ti div;[bl - Bian(H, r)] E AkT&2(B, S2). 0 
Remarque. - Sous les conditions de la proposition prkddente, on a 
Q(H + h, R +r) - Q(H, W E Aiy:(B, S2). 
Dans le cas particulier oti H = Ho + h et R = Ro + r, on remplace Q(Ho + h, Ro + r) par : 
F(h, r) = Ricci( Ho + h) - R. - r - --& divT, Bian(Ho + h, Ro + r), 
qui est linkaire en r. D’aprks la Proposition 2, cette fonction peut se dkvelopper de la manike 
suivante. 
PROPOSITION 3. - Soit t un reel non n&gatiJ pour h et r dans Ai;; ,(B, &), on a 
F(h, r) = F(O, 0) + DhF(O, 0)h + D, F(O,O)r + G(h, r), 
ozi G(h. r) E Aifi2(B, &) et lorsque Ilrllf~2~‘, et llhllf$L sont asset petites 
avec E(U) qui tend vers 0 quand v tend vers 0. 
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Rappelons maintenant que le 1inCarisC de F par rapport g h (a r fixe) est : 
&F(O, 0)6h = ;[Ao(uHo) + (Ao - Who], 
oil l’on a decompose 6h = u HO + ho g travers le scindage S2 = ‘& + Szu. Nous avons vu que, 
par le the’oreme des fonctions implicites, pour : 
t1 = 
n-i-J(n-~)2-8n <t<t2=n--+3(~-1)2--~ 
2 2 
il existe U voisinage de zero dans A~~~ ~ (L?, S2) et V voisinage de zero dans Aii$,,(B, S2) 
ainsi que h : r E U --, h E V fonction C’ sur U telle que F(h, r) = 0 M h = h(r) au voisinage 
de zero. Ainsi, il existe M > 0 telle que ()I. 11 designant la norme d’application lineaire) : 
pour r dans un voisinage de zero que l’on renote U. Par le theoreme des accroissements finis, on 
a done 
(*) 
Dans toute la suite de cette section, nous supposerons done ce fait acquis. 
COROLLAIRE 2. - Pour n > I I, on a t = !j E It], t2[. Soit r assezpetit dans LI&;,~(B, Sz). 
j-2 Notons h = UHO + ho E Ak+  (y (B, ?&~ @ S20) la solution du Thkort’me 5. Alors, dans tout 
sysG?me euclidien de coordonnies, il e.Gste une constante C indkpendante de r telle que, pour 
routietjduns(l,...,n], 
k[Ao(uHo) + (Ao - 2n)holjj > ri,i + &[div; Bian(Hu.r)lii - C[jIrjjfy.$]2p”-2, 
et 
~[Ao(uHo) + (An -2n)holij 6 rij + -&[divz Bian(Hu,r)lij +C[l[rllf~~~]2p”-2. 
Preuve. - D’apres (*) et la Proposition 3 pre’cedente, on a, pour tout i et j dans ( 1, . . . , n), 
On va maintenant montrer que r = @Ho donne une obstruction pour l’equation de Ricci, 
pour ,u # 0 assez petit et s bien choisi. On s’interesse pour cela & lapartie conforme (5 travers la 
decomposition S2 = ‘Flo @ S2u) des termes de droite dans les inequations ci-dessus. 
LEMME 5. - La partie conforme de ps HO + 5 divz Bian( Ho, ps HO) est 
[&s($-1)+1]p~~o+~s[~-~(s+l)]p~~+lHo. 
i , 
A B 
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Preuve. - Tout d’abord, pour toute fonction v E C2(B), on a 
Bian(Ho, VHO) = Hif Vor(vHosm) - ~VO~(UHO.~~) = Vomu - iVo,v = yVomv, 
[ I 
2-n 
ainsi 
div: Bian( Ho, v  Ho)ij = T(VOiVO,jU+ VOjVOiV) ZZ FVOjVOiV. 
D’une part 
avec 
done 
rot = k(SfXj + SfXi - GPkXpGij), 
VOiVOjV = aiajv - i(xj&“fxiajv -SPkXp&V8ij). 
P 
D’autre part, si v = ps alors ajv = -sps-‘xj, ainsi 
-ro:akti = SP '-'(2XiXj - (CX:)Gij). 
Comme (C$) = I -2p et comme aiajv = s(s - l)Psp2XiXj - sp"-'Sij, on a finalement 
2-n 
div$ Bim (Ho, pSHo)ij = ~sp”-‘[(s -k I)Xi”j + (p - 1)6ij]. 
Or 
1-2p 2p- 16.. X'X = -6ij + XiXj + - 1 I 
L 
‘J ’ 
A 
E% ~‘%I 
done la partie conforme de divz Bian( Ho, p’H0) est 
2-n -.+p 
2 [ 
(s + l)J+ +/I-1Sij. 0 
I 
LEMME 6. - Si s > n - 1 est un entiel; la solution de (A et B ayant t?tt% d&is au lemme 
prkkdent) 
Aov = ApS + Bps+], 
qui s’annule sur a B est de la forme CY~--] pn-’ + . . . + (~,~p’, avec a,,-] > 0 d& que s > ;. 
Preuve. - Nous savons d’aprh le lemme 2 de [6], p. 366-367, que la solution est de la forme 
C&-I p+’ + - . -+~,~p~, mais quel est le signe de (Y,- I? En utilisant la dtmonstration du Lemme 2 
de [6] avec p = s - (n - 1) et s2 = n - 1, on obtient que la solution de l’kquation 
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est 
P-l 
‘p=pn-lC Bj &, 
j=oj+n-l 
avec B,.-l = & et les Bj reliCs par la relation de rkcurrence (oh j > 1) : 
j 
BP1 = (2j+n-2) Bj. 
Notons que cette relation est linkaire par rapport B Bj et que le coefficient de Bj est positif. De 
m&me la solution de 
Ao@ = ps+’ 
est 
+=y-le cj $ 1 
j=oj+n-l 
oil c, = 
2(s+l)-n 
et les Cj sont relic’s par la mt?me relation de rtkurrence que les Bj. En particulier, 
P c =(S--n+l) 1 
cP-l= (2p+n-2) p (2s-n) 2(s+l)-n’ 
Comme d’une part les Bj et les Cj sont dkfinis par la m&me relation de rhxu-rence et que celle-ci 
est lin~aire h coefficients positi& comme d’autre part 
rk!p1 = -&(ABo + BCo), 
il suffit pour connaitre le signe de a,,-] de connaitre celui de (A B,-1 + BC,-1 ) qui lui est 
identique. On calcule done : 
A BP-1 + BC,,-I 
1 =-+~{(~-‘)~+[‘-~(~+‘)](q2s~~:)[2(s+11)-n,] 2s - n 
et l’accolade vaut 
{. )= (s+‘--1 ’ 
. . 
(2s-n) {~+[‘-~(~+~)]n,~(s:l)~ll]=o~ 
1 
,@,-I + BC,-I = 2s _ n 
qui est positif pour s > f . 0 
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On peut done enoncer le : 
THBOR&ME 8. - Soient n 2 11 et s un entier strictement plus grand que n - 1. Rappelons 
que t = 5 l ]tl, t2[. Alors pour p # 0 assez petit, la solution h E A&&(B, S2) don&e par le 
Th6ort?me 5, telle que 
Ricci(Hu + h) = Ro + &Ho, 
n ‘est pas duns nip2 pour tout reel k > n - 1. 
Preuve. - Posons h = uHu + ho E Xu @I S2u. Supposons p > 0 assez petit et prenons la trace 
par rapport a Ho de la premiere inegalite du Corollaire 2 precedent (trace prise en coordonnees 
euclidiennes), remarquons que Ao(uHo) = (A.ou)Ho et utilisons le Lemme 5 ci-avant; on 
obtient : 
InAolr 3 An& + Bnpp”+’ -nC(ll~~~Holl~~~),)~~“, 
i 
nCc2p2 
oa c = IIp’Holl&y’,. Sachant que (cf. preuve de la Proposition 9 de [6], p. 379) Au(pn-‘) = 
n(n - l)p”, par le Principe du maximum et par le Lemme 6 (section 5), on a 
c’est-a-dire 
CC2P n-1 
-P t n(n - 1) 1 
l&f- 
c&l 
n-l 
ABo+BCo-- 1 P n-' +j$p" +...+/?y," n 
Or comme pour p assez petit on a 
Cc2p 
ABo+BCo-- 1 > 0, n 
la fonction u ne peut appartenir a A: lorsque k > n - 1. De m&me lorsque ,u < 0, on travaille 
avec la deuxibme inegalite du Corollaire 2 ci-avant. IJ 
6. Equation de Ricci en dimension deux 
6.1. Existence et unicitb 
En dimension n = 2, la courbure de Ricci de la metrique H est donnee par (cf. [14] par 
exemple) : 
Ricci(H) = 2 
Scal( H) H 
. 
Pour resoudre l’equation 
(1) Ricci(H) = R, 
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ou R est donnt dans S2 au voisinage de Ro, nous devons done chercher H sous la forme 
H =e2f(-R) 
(rappelons que Ro = -Ho et done que si R est assez proche de Ro, -R est dtfinie positive et 
peut &tre consideree comme une metrique sur B). Or la courbure scalaire d’une telle metrique 
conforme est don&e par 
Scal( H) = e -2f[A..-~(2f) + Scal(-R)], 
done sa courbure de Ricci, par 
Ricci(H) = l Scal(H)e2f(-R) = A-R(~) + 
ScaU-R) (-R). 1 
Ainsi, resoudre l’bquation (1) Cquivaut a resoudre 
(2) A-R(~) + Scali-R) =--I. 1 
TH~OR~ME 9. - Si 0 -C s < 1 alms l’kquation 
Ricci( Ho + h) = RO + r, 
pour r donne’ dam Ail,, (B, S2) voisin de z&o, posstde me unique solution h voisine de z&-o 
dans Asw2 k+2,(y( B, Sz). De plus l’application solution r + h est lisse au voisinage de z&o entre 
les Banach correspondants. 
Preuve. - Remarquons tout d’abord que lorsque R = Ro + r = -Ho + r, avec 
r E A&:,LY(B, S2), 
alors 
[(-R)-‘I” = H: + (7)” oti (r-;) E A;;;,,(B, S2) 
joue ici le role de la perturbation K introduite dans le Corollaire 4 (section 9) ; l’application 
r EAi;iol , (B, S2> + (7) E A;‘;;,&, S*) 
est en particulier lisse. 11 vient par consequent 
Scal(-R) = Scal(Ho -r) = (Ho + (5))” Ricci(Ho - r)ij 
ce qui permet de definir une application lisse (cf. Corollaire 8 section 9 ci-apres) 
r E A;;i,,,(B, 2%) + CT = o(r) E A&(B) 
Scal(Hu) + CJ = -2 + (T = (Ho + (G))ij Ricci(Ho - r)ij. 
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L’equation (2) est finalement Cquivalente a la suivante : 
(3) AmRf Z-F. 
D’aprbs le theoreme d’isomorphisme de 1131, p. 217, si 0 > S(S - l), alors Au est un 
isomorphisme de Ai,, (y , (B) dans A;,,(B). D’autre part, d’apres le Lemme 11 (section 9), 
on sait que AHO+h tend vers Ac dans L(n&$ (I (B), Al;*(B)) lorsque h tend vers 0 dans 
A&; ,(B, S2). Ainsi d’aprks le Lemme 19 de l’appendice, pour r voisin de zero dans 
4+2’a 
, (B), A-R reste un isomorphisme. 11 existe done une unique solution f E Ai+2,a!(B) 
de l’equation (3). Bien entendu, comme Ho + h = e*f (- R) = e2f (Ho - r), alors 
h = (e*f - 1)Ho - e2fr 
est dans AiI&(B,S2) car Ho E A&s(B,S2), (ef - 1) E A;l+,,,(B) d’apres le Lemme 3 
de [6], p. 368, e2f est dans AE+2,,(B) et r dans Ai;i,,(B, &). IJ 
6.2. Un probl&me de Dirichlet 
Nous avons vu au paragraphe precedent qu’il y a existence et unicite d’une me’trique H = 
Ho + h (avec h E A&i (y (B, S2)) voisine de Ho pour r E As-* 
0 < s < 1. Nous allons examiner ici ce qui se passe lorsque 
k+2 (y (B, S2) don& assez petit avec 
’ 
r = hRo avec h E IR, 
cas dans lequel on atteint le poids-limite s = 0. 
On considere done l’equation 
Ricci(Hu + h) = (I + h)Ro, 
ou h est un reel donne quelconque. Rappelons que pour tout reel positif C, 
Ricci(CHo) = Ro, 
ce qui exclut la piste naive d’une solution h du m6me type que la donnee r. On a vu 
precedemment que H = HO + h est forcement conforme a R = (1 + h)Ro done a HO, et que 
si l’on pose H =e *f Ho, l’bquation p recedente Cquivaut a 
(4) Auf = -h. 
PROPOSITION 4. - Les solutions de l’e’quation 
Ricci(H) = (1 + h)Ro, 
02 k est un re’el don& quelconque, sont toutes les m&triques de la forme : 
H = e2Rp-2h Ho, oi g est une fonction harmonique sur B. 
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Preuve. - En dimension deux, dans le systeme de coordonnees euclidien, le Laplacien 
hyperbolique est donnt par : 
Aof = -p*(d:f + $f). 
Ainsi nous devons resoudre l’equation 
atf +a,2f=L 
4h 
p* (1 -Xf -Q’ 
Une solution particuliere est 
f(xl,x*)=--hln Jj(l-.~f-$) 
[ 1 =-hln(p), 
et si Fest une autre solution, alors g = F- f est harmonique. Finalement, les solutions sont de 
la forme 
H = e-2A ln(o)+*g Ho = e*gp-2hHo 0 
La Proposition 4 nous donne une infinite de solutions pour l’tquation 
Ricci(H) = (1 + h)Ru, 
toutes de la forme H =e2gp-*’ Ho =e2gp-2A-2 E, oti g est harmonique sur B. Or d’aprks [ 11, le 
probleme de Dirichlet asymptotique 
Acg = 0 sur B, 
g=f sur aB, 
pour f donnee dans C’(aB), possbde une unique solution g dans C”(B) n C’(B). Ainsi on 
obtient directement le : 
TH~OR~ME 10. - Soit h E JR quelconque. Pour toute fonction f continue sur a B don&e, le 
problkme de Dirichlet 
i 
Ricci( H) = (1 + h)Ro sur B, 
lim p 34f.j = e*f E 
P+O 
sur aB, 
posstde une solution unique H dans C”( B, Sz), avec p*‘+* H E C”(z, S2). 
6.3. Un rhltat d’obstruction 
Nous deduisons en outre de la Proposition 4 le resultat d’obstruction suivant : 
COROLLAIRE 3. - Si h # 0, il n’y apas de solution h dans Ai* II Ci,(B, S2) de l’kquation 
Ricci(Ho + h) = (I + A)R~, 
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Preuve. -On a vu precedemment que toute solution est ntcessairement conforme : H = 
e2’Hg. Si done H = Ho + h, on a l’equivalence : 
ceci d’apres le lemme 3 de [6], p. 368. Or pour H = e2’ Ho solution, avec u E AZ n C;,(B), la 
Proposition 4 montre que 
p=iln(p)+u 
est harmonique. D’apres [ 12, p. 141, on a alors 
s qdds= &hZnRln[f(l -R2)]+& 1 uds. 
~)BR a& 
Comme u E A:(B), d’une part 
q$O)=hln(+)+u(O) 
est fini ; d’autre part il existe M > 0 telle que 1~1 6 M, ce qui nous donne : 
Ainsi Iv(O) 1 tend vers l’infini quand R tend vers 1, ce qui est impossible. q 
7. Une &solution de l’kquation d’Einstein 
Dans cette section, on veut prescrire le tenseur d’Einstein sur tout B au voisinage de la 
metrique hyperbolique Ho. Autrement dit, pour e voisin de z&o dans S2, on cherche h voisin de 
zero dans S2 tel que 
O~J So = Ein(Hu) = $(n - l)(n - 2)Ho. 
Remawons tout d’abord que Ein(H) = grav[Ricci(H)], oti on rappelle que pour tout g 6 S2, 
1 
(grav g)jj = gij - - Trace(g) Hij . 
2 
Comme 
on a, pour tout G E S2, 
2-n 
Trace [ grav(g)] = 2 Trace(g), 
grav-’ (G) = G + & [Trace(G)] H. 
On va done rksoudre l’dquation Cquivalente 
Ricci( H) = grav-’ (8). 
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Nous allons proceder par une methode semblable a celle de la resolution de l’equation de Ricci 
(cf. section 3). 
Remarquons que si Ricci(H) = grav -I(&), alors Bian[H, grav-‘(&)I = 0 d’oh (comme 
Bian( H, .) = - div grav) 
div& = 0. 
Rappelons que la differentielle de l’operateur Ricci est donnee par (cf. section 3) : 
DRicci(H)Sh := -$ Ricci(H + tbh)l,,o = Irish - div* div grav Sh. 
Par ailleurs, la differentielle par rapport a H de l’operateur grav-’ est : 
[DH(grav-’ E)(H)ShIij = A[( - HPSHY’BhpqEs,)Hij + HSrE,ytGhij]. 
D’autre part, comme par definition 
(div f)i = -HjkVk&ij = -Hjk(&&ij - rL&, - T;&pi), 
alors la differentielle de div & par rapport a H est (cf. Lemme 18 de l’appendice) 
[D~(div &)(H)Sh], = HsfHfkJh,~,Vk&ij 
+ i Hjk(Vk6hP + Vishf - VPShki)Epj 
+ k Hjk(VkShT + VjSh: - VPGhkj)&pi. 
Cette dernibe prise en E = h H, oti h est un reel, donne : 
DH (div E)( H)6h = -h div 6h. 
Remarquons d’autre part que pour R E S2, 
(div grav g)i = (div g)i + :Vi [ Trace(g)]. 
Considerons done (avec desormais H = HO + h et & = &u + e), 
a(h, e) = A(H, R) = Ricci(H) -grave’(E) - 
2 
(n - l)(n - 2) 
div; div E. 
Alors 
Dha(O, 0)6h = iAr6h - div; divu grave 6h + Traceu(6h) Ho + nab] + div;f divu Sh 
n-l 
= IflLSh - iVV[Tracec(Gh)] + T{n6h - [Tracee(Sh)]Hu}. 
Decomposons 6h = u Ho + ho E Xu 53 520, alors (cf. section 3) 
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n-l 
D/,a(O, 0)Sh = ;[AouHo + (A0 - 2n)hu] + --2-- nho - ;VVu 
= 3 2 2Ac~~H~+ [Au + n(n - 3)]ho - nVVu - AulnHu). , 
EWl E‘52O 
Ainsi, d’apres le theorbme d’isomorphisme de [ 131, p. 2 17, on obtient directement le : 
LEMME 7. - Si n > 3 et si s ~10, n - I[ alors Dha(O, 0) est un isomorphisme de 
A;1521 a(B, 2%) duns Ai;*(B, S2). ‘-, 
Remarque. - L’operateur &a(O, 0) est elliptique car son symbole est I’isomorphisme de S2 
dans S2 donne par : 
o(<)h;j =-k(H,;‘S,tthij +ti(jHifh,yt). 
En remarquant maintenant que si l’on pose : 
Ro+r=R:=grav-‘&==grav-‘(&+e). 
on d&nit une application e H r lisse de A;i:,ol (B, S2) dans A;Gi,,(B, S2), alors d’apres la 
demonstration du Lemme 4 de la section 3, on obtient le fait que a est lisse de Ai;z,(y (B, S2) x 
A;;: ,(B, S2) dans Aii2(B, 55) au voisinage de zero. 
TH~OR~ME 11. .- Si n > 3 et si s E IO, n - l[, u1or.s l’e’quation 
a(h, e) = 0, 
pour e don& duns Asp2 k+2,(r (B, S2) voisin de zero, posskde une unique solution h voisine de zero 
dans A&z ~ (B, S2) et l’application ainsi dejinie e -+ h est lisse d’un voisinage de zero dans 
A&i (y (B, S2) dans un voisinage de zero dans A,:+; Ly 
reduire les voisinages de zero, la solution ve’ri$e : 
. (B, S2). De plus, lorsque k 3 1, quitte i2 
JWffo + h) = 80 + e. 
Preuve. - D’apres le Lemme 7, ce qui precede, et le thtorbme des fonctions implicites, la 
premiere partie du thboreme est Cvidente. I1 nous reste a montrer que pour “e petit”, notre 
solution verifie Ein(Ho + h) = EO + e (c’est-a-dire Ein(H) = E). Nous montrerons pour cela 
que div E = 0, la methode consistant a appliquer brutalement l’operateur Bian( H, .) a l’equation 
A (H. R) = 0. Nous obtenons d’abord 
div E - (n _ l)2(n _ 2) Bian(H, divz div E) = 0. 
Posons ensuite w = div & ; w E Ais: ,(y (B, ‘Ii ) verifie I’equation : 
Bian(H, divz w) - 
(n- ‘m-2)(1,=O 
2 
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Considtrons I’application lineaire L de A;lf,,(B, z) dans Aizi,,(B, ‘&) definie par : 
Lw = Bian( Ho, div{ w) - 
(n - l)(n - 2) 
2 
Par la meme methode que pour la fin de preuve du ThCoreme 5 de la section 3, on conclut que 
pour e assez petit, w = 0. 0 
8. Image de PopCrateur de Riemann-Christoffel 
Dans la section 3, nous n’obtenons pas un resultat aussi complet que l’on pourrait esperer a 
cause d’une perte de regularite. Dans cette section, nous nous plaGons dans le cadre Cc0 pour 
Cviter ce phenomene. 
Pour s E Iw, nous dirons qu’une fonction u E COO(B) est dans A.&(B) si elle est dans 
1’; Ly(B), pour tout k E N (a! Ctant fix6 dans IO, l[). On munit I’espace A.&(B) de la famille 
de normes ( ]].]]yL)kE~. L’espace A,&(B) est un espace de Frechet. Remarquons que d’aprbs la 
proposition 3.3 de [13], p. 208, u tend vers u dans A&(B) si et seulement si il existe ko > 0 
tel que Vk 3 ko ](u - u]]fh tend vers 0. Comme pour les A:,,(B), on &end cette definition aux 
tenseurs. 
Rappelons maintenant que pours verifiant -2n > s(s - (n - I)), on a defini au paragraphe 3 
les applications lisses au voisinage de zero : 
rk+z(.) z Ricci(Hu + .) - Ra. A.‘-* . k+2,a(B> s2> + “;;2(B, S2> 
et 
l’unique solution de 
r E AiTi,a (B, S2) -+ F(hk+x(r), r) = 0 dans Aii2(B, Sz). 
On a vu que 
hk+2 0 rk+4 : “&$,, ( B, S2) - A;,;,,@, S2) 
est I’injection canonique, et que, lorsque k 3 1, 
rkf2 0 hk+2 : Ai&(B, S2> c-+ Aii*(B, s2) 
est I’injection canonique. Considerons les applications correspondantes 
r(.) = Ricci(Hu + .) - Ru : A,&$-?(B, &) + Az*(B, &) 
et 
h(.) : A.;*(B, &) + A”&*(B, 54. 
Alors d’apres ce qui precede, les applications r et h sont lisses au voisinage de zero et vtrifient : 
(*I h or = r oh = id,,z-2c,.s,,, 
au voisinage de zero. On alors directement le : 
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THBORBME 12. - Soit s un reel ve’rifiant -2n > s(s - (n - 1)). Alors, pour tout r voisin de 
zero dans A, “-2(B, &), l’equation 
Ricci(i& + h) = R. + r, 
possbde me unique solution h E A.kp2(B, S2) voisine de .&o. De plus l’application r + h est 
lisse au voisinage de zero entre les Frechet correspondants. 
Considerons Ri, le sous-espace de 7; des tenseurs verifiants : 
4m =o, r/& = -&& 
On d&nit l’application : 
p(.) = Riem(Hu + .) - 7& : Az’(B, S2) + AL2(B, 72:) 
11 est clair que p (.) est lisse au voisinage de zero. 
Enfin, on definit I’application lineaire 
Tr:AG2(B,‘Ri) -+ Ag’(B,&) 
qui a rilrn associe riim. On a aIors le : 
TH~~OR~ME 13. - Soit s un reel ve’rifiant -2n > s(s - (n - 1)). On a 
Az2(B, Ri) = Im Dp(0) @ Ker Tr. 
Preuve. -On a Trop = r, done TroDp(0) = Dr(0). Par ailleurs d’aprb (*), on a 
Dh(0) o Dr(0) = Dr(0) o Dh(0) = Zd,&zC8 s,). 
Le diagramme suivant est done commutatif : 
DPCO) 
A&‘(B, S2) -+ A’L2 (B, R;) -rs AL2(B, S2) 
------------------- 
Dr(O) CD). 
t I 
Dh (0) 
Ainsi, pour tout t dans Ag2(B, R:), on a 
r = [Z@(O) 0 Dh(0) o Tr](r) + r - [Dp(O) o Dh(0) o Tr](t). 
\ i . / 
dm Do(O) EKer Tr 
Si maintenant r = Dp(0)6h E Im Dp(0) est dans Ker Tr, alors Dr(O)Gh = Tr[Dp(O)Gh] = 0, 
done Sh = Dh(O)(O) = 0, puis t = 0. CI 
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Remarque. - Le scindage du Theoreme 13 ne se dtduit pas du scindage classique des tenseurs 
de type courbure sectionnelle (cf. [4], p. 45-48) ; nous discutons ce point dans ([8], section 4.5.6). 
TH~ORBME 14. -5’oit s un r&e1 ve’rijiant -2n > s(s - (n - 1)). Alors Imp est une sous- 
variM de A,&‘(B, Ri), graphe de l’application de Im Dp(0) dans Ker Tr donnkepar : 
ly --+ (p o h o Tr)(vI) - rl/. 
Preuve. - Nous allons montrer qu’il y a un changement de coordonnees au voisinage de zero 
dans A.&‘(B, ‘724) qui redresse Imp en Im Dp(0). Pour fixer les idees, remarquons qu’en plus 
du diagramme (D), nous avons le diagramme commutatif suivant (au voisinage de zero) : 
A”,-*(B, S2) -f+ A,&*(B, 7+) -% A”,-*(B, &) 
I T 
___--------------- 
r 
T I 
___--------------- 
h 
Ainsi, tout r voisin de zero dans Ag2(B, 72,:) peut se d&composer de deux facons : 
r = [Dp(O) o Dh(0) o Tr](t) + t - [Dp(O) o Dh(0) o Tr](r) 
/ 
Elm Dp(0) EKer Tr 
et 
s=,(pohtTr)(r!+t-(poIfoTr)(r!. 
dm p ~Ker Tr 
Considerons l’application @ de Az*( B, 72:) dans Az*(B, 724) lisse au voisinage de zero 
definie par 
Q(t) = r’ = [Dp(O) o Dh(0) o Tr](r) + r - (p oh o Tr)(s) 
(notons que Tr(t’) = Tr(z)). Alors @ est inversible, d’inverse lisse : 
@-‘(t’) = r = t’ - [Dp(O) o Dh(0) o Tr](t’) + (p oh o Tr)(z’). 
Par ailleurs @(Im p) = Im Dp(0) au voisinage de zero. q 
Remarque. - On peut remplacer ‘R& dans tout ce qui precede par n’importe quel sous-espace 
de Sl = (R E ?;‘, R,tj = Rj”li}, comprenant les tenseurs de type Riemann. 
9. Appendice 
Dans cette section, Ho designe, plus generalement que la metrique hyperbolique, une me’trique 
quelconque dans A;,$(B, &) (p correspondant a la regularite de h, cf. infra) et Ro, plus 
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gCn&alement que le tenseur de Ricci de la mttrique hyperbolique, un tenseur quelconque de 
“p,f-JB? S2). 
Enonqons tout d’abord une condition qui reviendra tout au long de ce paragraphe. Rappelons 
que d’aprbs la proposition 3.3 de [ 131, p. 208, pour tout s E [0, cc[ , tout 1 E N et tout o E IO, l[, 
il existe deux constantes C’ et C” telles que pour tout h E A;,i’(B, &,), on a (en notant 
(H[‘h)J = Hikhkj) : 
Et pour tout u et u dans Ar,(B, q’), 
(0) I141’“; G C”IMI[ J4110~. 
DEFINITION 1. - Soient s E [0, co[, 1 E N et (Y E [0, l[. Suit h dam Af,i2(B, S*). NOUS 
dimns que h ve’rfie la condition (Bt,,;,) si h ve’rije : 
02 C = C’C” (C’ et C” ayant ete’ definies ci-avant). 
Cette condition a CtC crCCe pour avoir la : 
PROPOSITION 5. - Soient s E [0, m[, 1 E N et a ~10, l[. Soit h dans Af,i2(B, 23 ; 
supposons que h ve’rt$e le condition (Bt,,:,T). Alors, on a 
)If+;‘h 111’;; < (C”)-‘I 
ou C” a e’te’ dejnie ci-avant. 
9.1. Inverse d’une mbtrique voisine de la mhtrique HO 
LEMME 8. - Soient s E [0, co[, 1 E W, a E IO, 1 [. Soit h E A/,;‘(B, $4 ; supposons que h 
ve’rijie la condition ( Bt,(Y;S). Alors H = HO + h est inversible. On peut dejinir h 1 E A;,:‘( B, S2) 
lineaire en h et h2 E A:;‘“( B, S2) tels que : 
H-’ = H;’ +hl +hz, 
llhl II;.‘,“’ < C(bllhllj:‘,-2’ 
et 
avec limw+a e(p) = 0. En particulier les applications h -+ h 1 et h -+ h2 sont limes en zero 
entre les Banach correspondants. 
Preuve. - Regardons H- ’ formellement ; remarquons que 
Hij = HOij +hij = Hoij(J; +hr), 
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oh l’on a posC hi = Hikhkj. Ainsi on a (en notant H’j l’inverse de Hij) : 
H’i = H;k Skj + -&)4+1h;lhz; . . hi, 
q=o I 
s; 
I 
= f-J; -@hi + Hikh;h{ 
[ 
6; - hjp + j?(- l)q+‘h; hzf . . . h.& . 
L 
h,” 
q=l 
i 
h2’J 
D’aprks la proposition 3.3 de [ 131, p. 208, on a : 
Regardons maintenant h2 ; d’aprks l’inCgalit6 triangulaire et le rappel en de’but d’appendice, 
on a : 
Ainsi la strie S converge d&s que 11 Hc’h 11:; < (C”)-l, ce qui est vCrifiC d’aprks la condition 
(Bl,,;,) et la Proposition 5. Maintenant que h2 est bien dt%ni, nous allons estimer sa norme. 
Rappelons que l’on a 
Ainsi, d’aprks la proposition 3.3 de [13], p. 208, on a 
Finalement, 
C’llH,-’ II;: llh II;‘,-” 
I (2) CT 2) 1 - CllH,j- ll,,(yllhllr;~ 1 
= Cre I+ 
C’IIH-‘1)‘2’IlhII’S-2’ 0 19 Isa 
1 - Wf;’ ll~~~llhl11”;2’ 1 (lb lljs,-2’)2. 
Pour conclure, il suffit de poser 
&CCL) = 
C’IIHo-’ 11::~ 
1 - CIl&-’ ll$ 
q 
De ce lemme dtcoule directement le : 
COROLLAIRE 4. - Sous les hypothkes du lemme prkckdent, on a H-l I Ho-’ + z, avec 
z E Ay,L2(B. S*) et 
11~11(5+2) < C(@(l + s(llhll~:‘,-2)))llhllj:‘,-2), 1.a 
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awe lim,,o s(p) = 0. 
9.2. Symboles de Christoffel d’une m&rique voisine de la mktrique Ho 
Nous travaillons ici dans un systeme de coordonnees fixt. Nous noterons rut les symboles de 
Christoffel relatifs a Hu et l$ ceux d’une metrique voisine H = HO + h. 
LEMME 9. - Soient s E [0, w[, k E NJ, a! E IO, I[. Soit h duns LI’&:,~(B, 2%) ; supposons 
que h ve’rije la condition (Bk+l,a;s). Alors on peut d&nir FL E Ai,‘(B, 7:) LinPaire en h et 
f2 E AEi’(B, I,‘) tels que : 
r;: = rgj + r,fj + rgj, 
et 
llGlf;-‘) < C(h(1 +~(ll~ll~~~~))(ll~ll~~~~)‘. 
En particulier les applications h -+ rl et h -+ r2 sont lisses en z.4ro entre les Banach 
correspondants. 
Preuve. - On a 
24: = Hk”(& Hsj + aj Hi,y - 8, Hij) 
= Hk” (Voi H,,j + J”ip, Hpj + f’$ H,yp 
+ Voj His + royi HP, + fitly Hip 
- Vo,rHij - rozHpj --ro$Hip). 
-- 
Ainsi, comme les termes soulignes se compensent, on a (pour la definition de K, voir le 
Corollaire 4 ci-avant) 
2(c; - rib) = Hk”(Vui H,,j + Vuj Hi, - Vu,THij) 
= (H,k’ + Kk”)(Vo;h,~j + Vojhi.7 - Vushij) 
= 2(r& + r&). 
oti I’on a pose 
rj; = i H~“(Voih,~j + Vujhi,y - Vushij) 
et 
r2fj = kP”(Vuih,r,i + Vujhis - Vushij). 
Pour simplifier l’ecriture, omettons les constantes de majoration (de la proposition 3.3 de [ 13 J, 
p. 208) dans ce qui suit. D’une part, on a : 
les inegalites &ant vtrifiees d’apres la proposition 3.3 de [ 131, p. 208. D’autre part, on a : 
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llr211:~~-i) < ~Iq:‘I~2~llVohll~,3’ G I/q~;~1,llhll:‘,i~~ 
< (1 +~(ll~ll~~~~))(ll~ll~~~~)z~ 
la dernitre inCgalitt &ant v6rifiCe d’aprits le Corollaire 4 (et la proposition 3.3 de [ 131, 
p. 208). q 
De ce lemme dkcoule directement le : 
COROLLAIRE 5. - Sous les hypotheses du lemme precedent, on a 
avec r E A;,’ (B. ?;‘). De plus 
En particulier l’application h -+ F est Iisse en zero entre les Banach correspondants. 
9.3. DCrivation covariante associke A une mktrique voisine de la mbique Ho 
LEMME 10. - Soient k E N, u E 10, l[ et p E N. Soit h E A;:, (y (B, &) : supposons que h 
ve’rijie la condition (Bk+j ,ry:o). Si I’on note V, la derivation covariante relative a H = HO + h. 
Alors, on a 
v=v,+i7, 
avec ? E C(A%,y.ol(B, I,)), A;-,“-‘(B, ‘Tj,+l)). Deplus, on a : 
02 II )I est la norme d’application lineaire continue. En particulier l’application h + ? est 
continue en zero entre les Banach cnrrespondants. 
Preuve. - Rappelons que la dkrivation covariante d’un tenseur covariant r E ?;, est dkfinie en 
coordonrkes locales par : 
ViT.ir . . . . i,, =airj,...j,, - $~,~qjz,,,jp -..‘-‘;:yp5j ,,,, j,_,y. 
D’aprks le Corollaire 5, on a fJ$ = ro:. + f$, ainsi 
Finalement, 
)ICtlI~~P-‘) < CteII~ll~~~“ll~ll~+~~~. 
Ou encore 
II~II < Ctell~II:~~‘- 
Le Corollaire 5 permet de conclure. q 
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9.4. Laplacien brut d’une mktrique voisine de la mh-ique HO 
LEMME 11. - Soient k E N, cr E [0, 1[ et p E N. Soit h E L’I$~(B, &) ; supposons que h 
vkrifie lu condition (Bl,,;o) (pour 1 = k + 2 et I= k + 1). Si l’on note A, le Luplacien brut relatif 
& H = HCJ + h. Alors, on a 
A = Ao + A, 
avec Z E C(fl~,~,, (B, Ip), A&‘(B, I,)). Deplus, on a : 
oli I[][ est la norme d’application lint?aire continue. En particulier l’application h -+ & est 
continue en z&o entre les Banach correspondants. 
Preuve. - Rappelons que dans un systkme de coordonnkes locales, si t E &,, on a 
-(At)j ,,,, j,, = H’jViVjrj ,,,, j,. 
Considtrons r E A”-” k+2 (y (B, 7P), d’aprbs le Corollaire 4 et le Lemme 10, on a 
-(At)j, .,,, ‘,, = (Ht + g’)(Vui + q’)(Voj + vj)rj’...j,, 
= H~VuiVojr,” _,,, jp +T’~iV(“Vujrj,...j, + H{ViVojTj~...jp + H~Voi~j~~l,..~,, 
-. - -. 
+h’JViVujrjl,,,j, +h”Va’Tjr,‘l_,,, j,, + HfGiTjSj,,,,j, +F?jT~G,itjI,,,jp 
=: -(AoT)~, . . . . ip - (~T)j ,,., j,~’ 
Remarquons tout d’abord que pour 1 E (k, k + l), Vu est une application lineaire continue de 
As+[,(B, ‘$) dam A; ~ ‘,-‘(B, ?;,+I). nous noterons 11.11 sa norme lorsque 1 = k et 1.1, lorsque 
1 = k + 1 ; de m&me pour 7 (cf. Lemme 10). Comme toujours, dans les majorations qui vont 
suivre. les constantes ne seront pas indiqutes. On a : 
Pour conclure, il suffit de regarder les majorations respectives des normes de z et ? dans le 
Corollaire 4 et le Lemme 10. 0 
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9.5. Accroissement de l’opkrateur de Bianchi pour une mkrique voisine de la mktrique Ho 
LEMME 12. - Soient s E [0, oo[, k E N, Q! ~10, l[. Soit h E A,-:, (Y(B, S2) ; supposons que 
h v&i$e la condition (B~+I,~;o). Alors, on a : 
Bian(Ho + h, .) = Bian(Ho, .) + II(.), 
avec B E .C(Ai$ (y (B, S2), A&‘(B, 7’)). Deplus, on a : 
oli (II) est la norme d’application linkaire continue. En particulier l’application h -+ B est 
continue en ze’ro entre les Banach correspondants. 
Preuve. - Dans un syst&me de coordonnkes, pour tout g dans LI~I~,~(B, &), on a : 
BWH, gh = H”‘(Vtg,y,, - ~V,ng,yt) 
= H”‘[atgsm - r,%g,m - r,“,g.v - ;(amg,i - C:sggpr - ~,P,g~P)l~ 
Tout d’abord, d’aprbs le Corollaire 4, on a 
wlm := Pa,gsm - H;Sfa,g,, = F$atg,,, 
ainsi 
llw II::” < Ctell~~~~~~2’llagll~~3~ < Cte~lirll~~~‘llgll~~~b. 
On pro&de de meme pour I’autre terme de la forme H -’ ag. D’autre part, d’aprbs les Corollaires 
4 et 5, on a 
H”’ r,fgpn = (H;’ + i;“‘) (To::, + j=r;)gpm 
= ff;‘ro&m + hofsgpm + H;‘~fgp,tt + ~t?;r~gp,. 
Posons ~2~ := Hstrtf.g,m - HIS’ro&g,,,,. On a ainsi : 
lb2 II;;” 6 ~~~~~~~~~~llr011~~~~llgll~~2’ +CteIIH&’ II~~~II~~I:~~‘/I~/I~,~) 
+Ctell~l(~~~~~ll~~~‘ll~ll~~~‘. 
On pro&de de m&me pour les trois autres termes de la forme H-’ Tg. Finalement, on a (d’aprb 
les Corollaires 4 et 5) : 
I( B(g) II:,” = [IBian(Ho + h, g) - Bian(Ho, g)/tU’) 
G C(b(1 + ~(~~~~~~~~~,))11~11~~~‘,11~11~,2~~ 
avec lim,,o E(P) = 0. q 
9.6. DCriv4e covariante d’un symbole de Christoffel en coordonnees locales pour une 
mktrique voisine de la mktrique Ho 
Nous travaillons ici dans un systkme de coordonntes locales. Les quantitks que nous 
dkfinissons sont tensorielles. 
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LEMME 13. - Soient s E [0, oo[, k E IV, a! E IO, l[. Soit h E A&i,,(B, 2%) ; supposons que 
h verije la condition (Bk+2.a:,s). Alors, on a (pour la dejnition de fl et r2, voir le Lemme 9 
ci-avant) : 
vOlri: = Vo(rOt + oOlr~~j + ‘~lr2~, 
avec V~yOrl E A;i2(B, ql) lineaire en h et Vor2 E Azi’(B, q’). Deplus, on u 
et 
II v0r2 ill,; (2r-2) < C&)(1 +~(ll~ll~~~~))(ll~II~~~&)‘, 
avec lim,,o E(P) = 0. En particulier les applications h -+ VoTl et h + Vor2 sont lisses en 
zero entre les Banach correspondants. 
Preuve. - On a (en omettant les constantes de majoration de la proposition 3.3 de [ 131, p. 208) : 
De la m8me faqon, on a 
i~vor~~~~~~-2) 6 iir2iif$~). 
On conclut ensuite avec le Lemme 9. 0 
De ce lemme se dCduit immkdiatement le : 
COROLLAIRE 6. - Sous les hypotheses du lemme precedent, on a (pour le de’nition de ?, 
voir le Corollaire 5 ci-avant) 
-k 
vol r/j = Vol rOfj + vO/ rij , 
avec VoF E A:-,( B, 73’). De plus 
avec IimP+ e(p) = 0. En particulier 1 ‘application h --+ a?: est lisse en zero entre les Banach 
correspondants. 
9.7. Courbure de Riemann pour une m&trique voisine de la mktrique HO 
Donnons tout d’abord le : 
LEMME 14. - Pour toute metrique H sur B, on a 
ou 1 ‘on rappelle que 
et que F E 721. 
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Preuve. - Rappelons que la courbure de Riemann s’exprime en coordonntes locales par 
Orona 
-i -i -’ al rim = al roim + al r,, = al ro;, + vor r,, + ropk rim 
--- a b c 
ainsi que 
D’autre part, on a 
-- c d 
et 
-ri,nrL = -ro),roir - roimFh - Fjmroil -Fj,T,j,. 
-- e (1 
Ainsi, en sommant les quantith ci-dessus. comme les termes rep&& par les m&mes lettres se 
compensent, on obtient : 
Rappelons qu’on a dCfini S: comme le sous-espace de T3’ des tenseurs vkrifiant : 
LEMME 15. - Soient s E [0, cm[, k E N, cx ~10, l[. Soit h E A&?&(B, S2) ; supposons que 
h vb$e la condition (Bk+2.U;s). Alors, on peut choisir ~1 E Ail&Z(B, Si) linkaire en h et 
~2 E $i2(B, Si) tels que 
Avec de plus 
lkl II;,” < c(hhll;y& 
et 
Ile2 lip G ‘Zb(l +~(llhll~;;~))(llhll~+;~~)2~ 
avec IimP+ e(p) = 0. En particulier les applications h + .QI et h -+ ~2 sont limes en z&-o 
entre les Banach correspondants. 
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~reuve. - D’aprks le lemme pr&Cdent, on a 
&! (3)km 
Estimons la norme des termes sklectionnts ci-dessus. On a 
(4)km 
De plus 11(3)11~~-2’ < ll(3)11~~P2’ et 
De la m&me manikre 11(4)11~~-2’ < ll(4)il~~-2’ et 
11(4)1l;y 6 (IIr211g32 Q (llfi11g-:‘)2. 
On pro&de de m&me pour l’autre terme de la forme FF. D’autre part, d’aprbs le Lemme 13, 
on a 
vorqm = vorfi;, + vorG;m + Vo,fi~m~ 
de mcme pour l’autre terme de la forme Var. En regroupant les deux termes du type Vorl, on 
obtient un terme que l’on note ~1, qui vkrifie les conditions demandkes d’aprbs le Lemme 13. En 
regroupant ensuite les deux termes du type Vor2 et ceux rep&& par (2), (3) et (4) dans les deux 
produits du type Fr”, on obtient un terme que l’on note ~2 vhifiant les propriCk% demandkes, 
d’aprks les Lemmes 13 et 9. 
Ce lemme nous donne directement le : 
COROLLAIRE 7. - Sous les hypothbses du lemme prkctfdent, on a 
Riem(Ho + h) = 7% + e, 
avec e E A&2(B, Si). Deplus 
llell(s-2) < C(h(l + ~(ll~ll~~~~))ll~ll~~~~~ k.a 
avec lim,,o E(F) = 0. En particulier l’application h + e est lisse en z&r0 entre les Banach 
correspondants. 
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9.8. Courbure de Ricci pour une mktrique voisine de la m&trique HQ 
D’aprks le paragraphe ptxSddent, on a : 
LEMME 16. - Soient s E [0, oo[, k E N, a! ~10, l[. Soit h E Af;i ,(B, 2%) ; supposons 
que h ve’n$e la condition (B~+z.~:,~). Alors, on peut choisir t-1 E Ak,, s-2(B, S2) lineaire en h et 
r2 E A:‘i2(B, S2) tels que 
Aver de plus 
Ricci(Ho + h) = Ro + t-1 + r2. 
et 
avec lim,,o e(p) = 0. En particulier les applications h -+ r1 et h + t-2 sont lisses en z&o entre 
les Banach correspondants. 
COROLLAIRE 8. - Sous les hypotheses du lemme prtQt?dent, on a : 
Ricci( Ho + h) = Ro + r, 
avec r E Ai-,(B, 2%). Deplus 
llrll&2’ < C&)(1 + ~(ll~ll~~~~))Il~ll~~~~~ 
avec lim,,o&(p) = 0. En particulier l’application h -+ r est lisse en zero entre les Banach 
correspondants. 
9.9. OpCrateur de Bianchi pour une metrique voisine de la mktrique HO et un tenseur 
voisin du tenseur Ro 
LEMME 17. - Soients E [0, oo[, k E W,a! ~10, l[etr E Ai;:,,(B,S2). Soith E A;~:,,(B,&) ; 
supposons que h ve’rifie la condition (Bk+l,a:s). Alors, onpeut choisir bl E A&‘(B, T) lineaire 
en (h, r) et 62 E A:;’ (B, II ) tels que : 
BiNHo + h, Ro + r) = Bian(Ho, Ro) + bl + b2. 
Avec de plus 
et 
avec lim,,o E(P) = 0. En particulier les applications (h, r) + 61 et (h, r) + b2 sont lisses en 
zebra entre les Banach correspondants. 
Preuve. - Rappelons que l’optrateur de Bianchi est dkfini en coordonnkes locales par : 
Bian(H, R),, = Hs’(Vt Rsm - iVm R,t). 
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Orona 
et 
Vat &n = a, Run - ritps R,, - ro:, R,, . 
Ainsi, en rappelant que F = r - l-ii, on a 
Bian( H, R), = Hs’ [Vo, R,s, - cf R,, - fi: R,, - 4 (VO,,, R,y, - f$ R,, - F,ft R.$,,)]. 
D’une part on a (en vertu du Corollaire 4) : 
H”‘Vor R,, = (H,’ + j;S’)(VotRosm + Vog-s,,) 
= HOjrVotRosm + ~~fVo70tRosm + H$%,r,, if~‘~,r,~y. / 
Uhn (lh ca”, 
Estimons la norme des termes stlectionnks ci-dessus. On a (en omettant les constantes) : 
De la m&me man&e, 
On pro&de de m&me pour l’autre terme de la forme H -’ Vo R, 
D’autre part, on a (en vertu du Corollaire 4 et du Lemme 9) 
H”’ cf R,, = (HoS’+hNSt)~f(RoPM +rpm) 
Comme prCcCdemment, estimons la norme des termes selection& ci-dessus. On a (en omettant 
les constantes) : 
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De plus II (3) I(:::-‘) < II(3) I$:-” et 
On pro&de de m&me pour les trois autres termes de la forme H-’ FR. 
En regroupant les termes rep&s par (0), on obtient Bian(Hu, Ru). En regroupant ensuite les 
termes reperts par (1). on obtient un terme que l’on note hr. De m&me, en regroupant les termes 
rep&% par (2) et (3), on obtient un terme que l’on note b2 ; 61 et 62 vk-ifient les conditions 
demandees d’apres les Corollaires 4 et 5 et le Lemme 9. 
Ce lemme nous donne directement le : 
COROLLAIRE 9. - Sous les hypothbes du lemme prtkkdent, on a 
Bian(Ho + h, Ro + r) = Bian(Ho, Ro) + g, 
avec g E Ai,‘(B, ‘5). De plus 
avec lim,,o &(/JCL) = 0. En particulier l’application (h, r) + g est lisse en z&o entre les Banach 
correspondants. 
9.10. Diffkrentielle d’un symhole de Christoffel en coordonnkes locales 
LEMME 18. - En coordonne’es locales, le linkarise’ d’un symbole de Christofel est : 
(DHf (H)Sh)l, = i(VkSh> +VjShi - V’6hjk). 
Preuve. - On a : 
(DHr(H)Sh)>, = &H’“(&8hj,s + 3,/6hks - &shjk) 
- fHP’Hi”Sh,,,T(akHj, + ajHkt - &Hjk) 
= ~H’s(&6hj,s + aj6hks - &8hjk) - HiSSh,,TS’;. 
D’autre part (en rep&ant les termes qui se compensent), 
la Somme = &8h j,,. + aj&hk,? - &sh jk - 2r,$Sh,,. 
Ainsi 
(DHr(H)Gh)i.k = iH”‘(Vk8hj,y + VjShk, - V,Ghjk) 
= i(VkSh\ + V,jshi - V’Ghjk). 0 
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9.11. Isomorphisme et continuitb 
Nous donnons ici un lemme general qui n’utilise pas l’espace hyperbolique ; il nous sera d’un 
usage frequent dans cet article. 
LEMME 19. - Soient E et F deux espaces de Banach, soit u : E -+ F lintfaire, continue, 
inversible d’inverse u-l .Siv:E--+ Festlin~aireetque((v-u(( < l/ I(K1 11 alors u est continue, 
inversible et 
I/u-’ II 6 
lb-’ II 
1 - II~-1II.II~ -VII 
et ((u-, _ u-1 (j ~ ll~-‘11*1l~ - VII 
1 - IIu-1 II.IIu - VII. 
Remarque. - Les normes considerees sont les normes d’applications lineaires continues ; 
d’une man&e generale, nous noterons C(E, F) le Banach des applications lineaires continues 
de E dans F muni de sa norme. 
Preuve. - Posons pour simplifier w = U - u et Z = u -‘w.Onaainsiv=u+w=u(Z+z). 
On peut done Ccrire formellement : 
u-1 = [z + fp’;“]“‘. 
La strie ci-dessus converge dbs que llz 11 < 1 et comme llzll < I/u-‘)I.jIwI(, il suffit que llwll < 
l/l(u-’ II. Dans ce cas, u est inversible et 
l/v-’ II 6 11’ 
done v-’ est continue. D’autre part 
v-’ - 14 -‘= 
d’ou 
jjl+ -u-I )) < llzll &llu-l II G IV IhJII 1 _ llu!, 11.1, wIJ IV Il. q 
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